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摘 要：采用谱配置方法分析带一般时滞项的分数阶Volterra微积分方程 . 通过严格的误差分析证明了近似解的

误差和近似分数阶导数的误差在L∞和L2
ω-μ， - μ 模意义下呈指数衰减 . 最后用数值例子来验证理论分析的正确性 . 
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Sharp error estimate for fractional Volterra integro-differential

equations with delay
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Abstract： Spectral methods are developed for solving fractional differential equations with vanishing 

delay numerically. Sharp error estimates are carried out， which indicates that the error of solution and 

the  error of exact fractional derivative decay exponentially  in both L∞ and L2
ω-μ，- μ . In the end， a numeri‐

cal example is presented to confirm our theoretical findings.
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我们研究的分数阶时滞Volterra微积分方程组形式如下：

D( )γ F ( )τ = F ( )τ + ∫0

ψ ( )τ
K͂ ( )τ，ξ F ( )ξ dξ + G ( )τ ， （1）

F ( )τ = 1
Γ ( )γ ∫0

τ

( )τ - ξ γ - 1
DγF ( )ξ dξ + F ( )0 ， （2）

这里 τ ∈ [0，T ]，0 < γ < 1，Dγ和Γ分别表示Caputo分数阶求导算子和Gamma函数，并已知核函数 K͂和源

函数G是给定的函数 . 假定这些函数都在对应的定义域上充分光滑 . 延迟项是ψ (τ)并满足：

ψ (0) = 0，  0 < ψ (τ) ≤ τ，  ψ'(τ) > 0，  ψ (τ) ∈ Cm([0，τ] )，  m ≥ 1.
Volterra型方程常用于描述捕食系统中掠食者与猎物进行互动时的动力学行为，一直备受广泛关注 . 

关于谱配置方法研究 Volterra 积分方程，汤涛院士首次采用 Legendre 谱配置方法研究 Volterr 积分方程

（Tang et al.，2008），随后与陈艳萍教授合作探讨解充分光滑条件下的弱奇异Volterra积分方程（Chen et al.，
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2009）和解非充分光滑的弱奇异Volterra积分方程（Chen et al.，2010），提出并分析了一种高精度的 Jacobi谱

配置方法，并引起了大量相关后续研究（Wei et al.，2012；Zhang et al.，2013；Tohidi et al.，2014；Yang et al.，

2014；Gu，2016；Cai et al.，2018；Gu，2020；Zheng，2021），这些研究皆基于谱分析具有显著的误差指数收敛

性 . 近年分数阶方程发展迅速，由于其具有广泛的应用背景，诸如反应扩散问题、吸烟模型、疾病传播等

（Zeng et al.，2014；Khan et al.，2019；Shah et al.，2020），Volterra型方程的研究也逐步迈向分数阶领域

（Yang et al.，2014；Cai et al.，2018），然而发展缓慢，特别是考虑时滞因素的成果几乎没有，事实上时滞

因素普遍存在，故本文将对一般时滞分数阶Volterra 微积分方程组进行严格的误差分析，为此需要进行如

下变量变换，令

τ = T ( )1 + t
2 ， ξ = T ( )1 + s

2 .
方程组（1）~（2）化为：

Dγ f ( )t = f ( )t + ∫-1

ϕ ( )t
K ( )t，s f ( )s ds + g ( )t ， （3）

f ( )t = 1
Γ ( )γ ( )T2 γ∫-1

t

( )t - s γ - 1 Dγ f ( )s ds + f ( )-1 ， （4）

其中

f ( )t = F ( )T ( )1 + t
2 ，          K ( )t，s = T

2 K͂ ( )T ( )1 + t
2 ，

T ( )1 + s
2 ，

g ( )t = G ( )T ( )1 + t
2 ，            ϕ ( )t = 2

T ψ ( )T ( )1 + t
2 - 1.

现在令-r = γ - 1且以一组 Jacobi-Gauss点{ tj }Nj = 0 ∈ [ - 1，1]为配置点，其权为ϖ-r，-r. 显然方程组（3）~（4）

在配置点上恒成立 . 但当 tj非常小时，几乎没有多少信息可以使用，为了获得超收敛结论，借助如下变量

替换：

s = s ( tj，ν) = 1 + ϕ ( )tj
2 ν + ϕ ( )tj - 1

2 ，  - 1 ≤ ν ≤ 1.
则方程（3）可记为：

Dγ f ( )tj = f ( )tj + 1 + ϕ ( )tj
2 ∫-1

1
K ( )tj，s ( )tj，ν f ( )s ( )tj，ν dν + g ( )tj . （5）

类似地处理方程（4），令 s = s ( tj，ν) = 1 + tj2 ν + tj - 1
2 ，得到

f ( )tj = 1
Γ ( )γ ( )T ( )1 + tj

4
γ∫-1

1
( )1 - ν -r Dγ f ( )s ( )tj，ν dν + f ( )-1 . （6）

记 f ρj ≈ Dρ f ( tj)，其中 0 ≤ ρ < 1，0 ≤ j ≤ N，再记Uρ( t) = ∑
i = 0

N  f ρi Li( )t ，这里 Li( t)是以 { ti }Ni = 0 为插值基点的第

i次拉格朗日插值基函数，故当 ρ = 0 时，U ( t) ≈ f ( t)，当 0 < ρ < 1 时，Uρ( t) ≈ Dρ f ( t). 显然 Uρ( t) ∈ PN，

这里PN表示所有次数不超过N的多项式构成的空间 . 使用 Jacobi-Gauss积分法则同时用Uρ( t)代替 D ρ f ( t)，
得到如下谱方案：

f γj = fj + 1 + ϕ ( )tj
2 ∑

i = 0

N  fi ( )∑
l = 0

N

K ( )tj，s ( )tj，νl Li( )s ( )tj，νl ϖ l + g ( )tj ， （7）

fj = 1
Γ ( )γ ( )T ( )1 + tj

4
γ

∑
i = 0

N  f γi ( )∑
l = 0

N

Li ( )s ( )tj，ν͂l ϖ͂ l + f ( )-1 ， （8）

这里集合 { νl }Nl = 0 是由Legendre-Gauss配置点构成的，其权为 ϖ l( = ϖ0，0 )，而集合 { ν͂l }Nl = 0 是 Jacobi-Gauss配

置点构成的，相应的权为 ϖ͂ l( = ϖ-r，0 ).
下面介绍下文的组织结构，第 1节中给出一些有用的引理，这些引理对第 2节的收敛性分析起着关键

153



第 62 卷中山大学学报（自然科学版）（中英文）

的作用，最后一节以一个数值例子验证理论分析的正确性 . 需要指出的是通篇文章中C表示一个独立于N
的正的常数，但它依赖于给定的函数 . 

1 重要引理

引理 1（Canuto et al.，2006）  记PN表示所有次数不超过N的多项式所构成的空间，我们用关于 Jaco‐

bi权的Gauss积分法则求积分 vϕ，这里 v ∈ Hm
ωα，β( - 1，1)，其中m ≥ 1且ϕ ∈ PN，则

|

|
|
||
| ∫-1

1
u ( t) φ ( t)dt - ∑

l = 0

N

u ( )tl φ ( )tl ϖ l

|

|
|
||
| ≤ CN-m| u |

Hm；N
ϖ0，0 ( )-1，1  φ

L2( )-1，1  . （9）

引理2（Mastroianni et al.，2001）  定义 JN ∞ = max
t ∈ [ ]-1，1 ∑i = 0

N

|| Li( )t ，则有如下结论成立：

 JN ∞ =
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

O( )N
1
2 - r

， r ∈ ( )0，1
2 ，

O( )logN ， r ∈ [ )1
2，1 .

（10）

引理3（Nevai， 1984）  若u ( t)为一有界函数，则

sup
N






 




∑

i = 0

N

u ( )ti Li( )t
L2

ϖ-r，-r( )-1，1
≤ C max

t ∈ [ ]-1，1 | u ( t) |. （11）

引理 4（Canuto et al.， 2006； Wei et al.， 2012）  假设 u ∈ Hm
ϖ-r，-r( - 1，1)，JNu ( t) = ∑

j = 0

N

u ( )tj Lj( )t  定义

如下：

I -μ，-μ
N v ( x) = ∑

i = 0

N

v ( )xi Fi( )x  . （12）

则成立如下估计式：

 u - JNu L∞( )-1，1 ≤ CN-m

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

N 1 - r || u
Hm；N

ϖ- 1
2，- 1

2
( )-1，1， r ∈ ( )0，1

2 ，

N
1
2 logN || u

Hm；N

ϖ- 1
2，- 1

2
( )-1，1， r ∈ [ )1

2，1 ，

 u - JNu L2
ϖ-r，- r( )-1，1 ≤ CN-m || u

Hm；N
ϖ-r，- r( )-1，1 .

引理 5（Ragozin，1970； 1971）  对于一个非负整数μ和 δ ∈ (0，1)，存在一个常数Cμ
δ > 0，使得对于任

一函数u ∈ Cμ，δ[ - 1，1]，有一个多项式函数TNu ∈ PN满足

 u - T Nu L∞( )-1，1 ≤ Cμ
δ N-( )μ + δ  u μ，δ

， （13）

这里 ⋅ μ，δ是空间 Cμ，δ([ - 1，1] )中的标准模 . 事实上，正如参考文献(Ragozin，1970；1971）所说的，TN是
一个从空间 Cμ，δ([ - 1，1] )到空间PN的线性映射 . 

引理6（Colton et al.，1998）  对任一函数w ∈ C [ - 1，1]，M定义如下：

( )Mw ( t ) = ∫-1

t ( t - τ )-r K ( t，τ )w (τ )dτ. （14）

则对于不同的点 t1，t2 ∈ [ - 1，1]和 δ ∈ (0，1 - r )，有

||Mw ( )t1 - Mw ( )t2
|| t1 - t2 δ ≤ C max

t ∈ [ ]-1，1 | w ( t) |. （15）

这意味着 Mw 0，δ ≤ C max
t ∈ [ ]-1，1 | w ( t) |.

2 误差估计

定理 1 设 f ( t) ∈ Hm + 1
ϖ-r， - r( I )是方程组（3）~（4）的解，这里 I = ( - 1，1)，m ≥ 1. Uρ( t)当 ρ = 0是代表近似
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解，当 ρ ∈ (0，1)时为近似分数阶导数 . 定义 eρ( t) = Dρ f ( t) - Uρ( t)为误差函数，其中 e0( t) = e ( t). 若N充分

大，则有如下结论

 eρ
L∞( )I ≤ CN-m

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

N
1
2 - r || K

Hm； N
ϖ0，0 ( )I  f

L2( )I
+ N 1 - r( )||Dγ f

Hm； N

ϖ- 1
2， - 1

2
( )I

+ || f
Hm； N

ϖ- 1
2， - 1

2
( )I

，r ∈ ( )0， 1
2 ，

logN || K
Hm； N

ϖ0，0 ( )I  f
L2( )I

+ N 1
2 logN ( )||Dγ f

Hm； N

ϖ- 1
2， - 1

2
( )I

+ || f
Hm； N

ϖ- 1
2， - 1

2
( )I

，r ∈ [ )1
2，1 ，

 eρ
L2

ϖ-r， - r( )I ≤ CN-m( ) f
L2( )I

+  e
L∞( )I + ||Dγ f

Hm； N
ϖ-r， - r( )I

+ || f
Hm； N

ϖ-r， - r( )I
+ N-δ eγ

L∞( )I  .
证明 把方程组（7）~（8）重记为

f γj = fj + ∫-1

ϕ ( )tj
K ( )tj，s U ( )s ds + g ( )tj + J ( )tj ， （16）

fj = 1
Γ ( )γ ( )T2 γ∫-1

tj ( )tj - s -r
Uγ( )s ds + f ( )-1 ， （17）

其中

J ( t) = 1 + ϕ ( )t
2 ∑

l = 0

N

K ( t，s ( t，νl ) )U ( s ( t，νl ) ) ϖ l - 1 + ϕ ( )t
2 ∫-1

1
K ( t，s ( t，ν) )U ( s ( t，ν) )dν. （18）

借助引理1获得 J ( t)的估计

| J ( t) | ≤ CN-m| K ( t，s ( t，ν) ) |
Hm；N

ϖ0，0 ( )I ( f
L∞( )-1，1 +  U - f

L∞( )-1，1 ) . （19）

在方程（3）上任取一配置点，然后减去方程（16）可得

Dγ f ( tj) - f γj = f ( tj) - fj + ∫-1

ϕ ( )tj
K ( tj，s) ( f ( s) - U ( s) )ds - J ( tj) . （20）

类似地，对方程（4）和方程（17）得

f ( tj) - fj = 1
Γ ( )γ ( )T2 γ∫-1

tj ( tj - s) -r(Dγ f ( s) - Uγ( s) )ds. （21）

在式（20）~（21）两端同时乘以Lj( t)，然后关于 j从0到N进行累计求和，获得如下误差方程组

eγ( )t = e ( )t + ∫-1

ϕ ( )t
K ( )t，s ( )f ( )s - U ( )s ds - I0( )t - I1( )t + I2( )t + I3( )t ， （22）

e ( )t = 1
Γ ( )γ ( )T2 γ∫-1

t

( )t - s -r eγ( )s ds - I2( )t + I4( )t ， （23）

其中

I0( )t = JNJ ( )t ，        I1( )t = JNDγ f ( )t - Dγ f ( )t ，       I2( )t = JN f ( )t - f ( )t ，
J3( )t = JN∫-1

ϕ ( )t
K ( )t，s e ( )s ds - ∫-1

ϕ ( )t
K ( )t，s e ( )s ds，

I4( )t = 1
Γ ( )γ ( )T2 γ( )JN∫-1

t

( )t - s -r eγ( )s ds - ∫-1

t

( )t - s -r eγ( )s ds .

借助 Dirichlet's法则： ∫-1

t ∫-1

s Φ ( s，ν)dνds = ∫-1

t ∫
ν

t Φ ( s，ν)dsdν，得

| eγ( t) | ≤ C ∫-1

t

|| eγ( )ϕ ( )ν dν + | e ( t) | + ϕ'(τ) ∫-1

t

|| K ( )t，ϕ ( )τ (| I2(ϕ (τ) ) | + | I4(ϕ (τ) ) | )dτ + ∑
j = 0

3
|| Ij( )t .

由Gronwall不等式和式（23）有

 eρ( t)
L∞( )I

≤ C∑
j = 0

4
 Ij( )t

L∞( )I
，               eρ( t)

L2
ϖ-r，-r( )I

≤ C∑
j = 0

4
 Ij( )t

L2
ϖ-r，-r( )I

. （24）

下面逐项估计 Ij( t)，j = 0，1，2，3，4. 利用式（19）和引理2可得
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 I0 L∞( )I
≤ CN-m

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

N
1
2 - r || K ( )t，s ( )t，ν

Hm；N
ϖ0，0 ( )I ( ) f

L2( )I
+  e

L∞( )I ， r ∈ ( )0，1
2 ，

logN || K ( )t，s ( )t，ν
Hm；N

ϖ0，0 ( )I ( ) f
L2( )I

+  e
L∞( )I ， r ∈ [ )1

2，1 .
（25）

再由引理3得

 I0 L2
ϖ-r，-r( )I

≤ CN-m( f
L2( )I

+  e
L∞( )I ) . （26）

下面使用引理4直接估计 Ij，j = 1，2，有

 Ij
L∞( )I

≤ CN-m

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

N 1 - r( )||Dγ f
Hm；N

ϖ- 1
2，- 1

2
( )I

+ || f
Hm；N

ϖ- 1
2，- 1

2
( )I

， r ∈ ( )0，1
2 ，

N
1
2 logN ( )||Dγ f

Hm；N

ϖ- 1
2，- 1

2
( )I

+ || f
Hm；N

ϖ- 1
2，- 1

2
( )I

， r ∈ [ )1
2，1 ，

（27）

 Ij
L2

ϖ-r，-r( )I
≤ CN-m( )||Dγ f

Hm；N
ϖ-r，-r( )I

+ || f
Hm；N

ϖ-r，-r( )I
. （28）

再次使用引理4，不过此时令m = 1，得到

 I3 L∞( )I
≤

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

CN-r e
L∞( )I， r ∈ ( )0，1

2 ，

CN- 1
2 logN  e

L∞( )I， r ∈ [ )1
2，1 ，

（29）

 I3 L2
ϖ-r，-r( )I

≤ CN-1 e
L2

ϖ-r，-r( )I  . （30）

对于 I4( t)，由引理5和引理6可知

 I4 L∞( )I = ( )( )JN - E ( )Meγ - TNMeγ
L∞( )I

≤
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

CN
1
2 - r - δ eγ

L∞( )I， r ∈ ( )0， 1
2 ，

CN-δ logN  eγ
L∞( )I， r ∈ [ )1

2，1 ，

（31）

 I4 L2
ϖ-r，- r( )I ≤ C Meγ - TNMeγ

L∞( )I
≤ CN-δ Meγ

0，δ ≤ CN-δ eγ
L∞( )I， （32）

这里 E是一单位变换且在如下假设下使用引理 6，即当 0 < r < 1
2 时， 

1
2 - r < δ < 1 - r，而当

1
2 ≤ r < 1 

时，0 < δ < 1 - r. 故对于充分大的N，有 I4 L∞( )-1，1 ≤ C eγ
L∞( )-1，1 . 联立式（25）、（27）、（29）和式（31）可以获

得定理的第一个结论 . 最后通过联立 Ij( t)
L2

ϖ-r， - r( )I
，j = 0，1，⋯，4和定理第 1个结论，可获得定理的第 2

个结果 . 

3 数值实验

定义U = ( f0，f1，⋯，fN ) T
，U γ = ( f γ0 ，f γ1 ，⋯，f γN ) T

，G͂ = (g ( t0 )，g ( t1 )，⋯，g ( tN ) ) T
，则方程组（7）

~（8）可记为如下矩阵形式：

U γ = ( )E1 + A U + G͂， （33）

U = U-1 + BU γ， （34）

其中

Aji = 1 + ϕ ( )tj
2 ∑

l = 0

N

K ( )tj，s ( )tj，νl Li( )s ( )tj，νl ϖ l，        Bji = 1
Γ ( )γ ( )T ( )1 + tj

4
γ

∑
l = 0

N

Li ( )s ( )tj，ν͂l ϖ͂ l，

U-1 = f ( )-1 × ( )1，1，⋯，1 T
，                                                E1 = eye ( )N + 1，N + 1 .
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例1  把γ = 0.75，f ( t) = ( )1 + t 3

8 ，K ( t，s) = 1
2，ϕ ( t) = ( )1 + t 2

2 - 1 代入式（3）可得

D0.75 f ( t) = ( )1 + t 3

8 + ∫-1

( )1 + t 2

2 - 1 1
2 ( )1 + t

2
3
dt + ( 6 ( )1 + t 2.25

22.25Γ ( )3.25 - ( )1 + t 3

8 - ( )1 + t 8

1 024 ) . （35）

显然初值条件为

f ( )-1 = 0.
采用Matlab软件进行数值计算，并把算得的解在不同的配置点数量下的 L∞ 误差和 L2

ϖ-r， - r误差记录在表

1中，表 2则记录分数阶导数在不同的配置点数量下的最大模误差和加权平方误差，从两个表的误差数据

中可以发现误差呈指数衰减 . 

表1　f - U的L∞误差和L2
ϖ-r，- r 误差

Table 1　The errors of  f - U in L∞ and L2
ϖ-r，- r norms

N

L∞误差

L2
ϖ-r， - r误差

N

L∞误差

L2
ϖ-r， - r误差

2

6. 69×10-2

6. 22×10-3

12

7. 44×10-7

1. 03×10-7

4

2. 23×10-4

7. 67×10-5

14

3. 21×10-7

3. 90×10-8

6

2. 88×10-5

7. 10×10-6

16

1. 54×10-7

1. 68×10-8

8

6. 49×10-6

1. 26×10-6

18

8. 00×10-8

7. 92×10-9

10

1. 99×10-6

3. 20×10-7

20

4. 44×10-8

4. 04×10-9

表2　Dγ f - Uγ的L∞误差和L2
ϖ-r，- r 误差

Table 2　The errors of  Dγ f - Uγ  in L∞ and L2
ϖ-r，- r norms

N

L∞误差

L2
ϖ-r， - r误差

N

L∞误差

L2
ϖ-r， - r误差

2

4. 71×10-2

8. 98×10-3

12

2. 52×10-5

1. 17×10-7

4

2. 25×10-3

8. 48×10-5

14

1. 32×10-5

4. 47×10-8

6

4. 36×10-4

8. 04×10-6

16

7. 53×10-6

1. 93×10-8

8

1. 35×10-4

1. 44×10-6

18

4. 57×10-6

9. 22×10-9

10

5. 38×10-5

3. 65×10-7

20

2. 91×10-6

4. 73×10-9

图1　Dρ f - Uρ在不同配置点下的L∞误差和 L2
ϖ-r， - r误差比

Fig. 1　the errors of  Dρ f - Uρ versus different collocation 

points in L∞ and L2
ϖ-r， - r norms

图2　精确解/精确分数阶导数与近似解/近似分数阶导

数的对比

Fig. 2 Comparison between exact solution/exact fractional 

derivative and approximate solution/approximate fraction‐

al derivative 
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为了可视化展示误差的指数衰减性，借助图形进行描述 . 图1是数值误差Dρ f - Uρ的 L∞误差和 L2
ϖ-r， - r误

差，这里 2 ≤ N ≤ 20，从图形上可以一目了然发现误差呈指数衰减 . 同时将精确解与近似解、精确分数阶

导数与近似分数阶导数进行绘图（见图2），从中发现它们分别高度一致，这更进一步验证了本文的结论 . 
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